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ESTRUCTURA CRISTALINA

Muchos de los materiales que nos rodean (semiconductores, metales) tienen una
estructura cristalina, es decir, representan un conjunto de un gran nimero de atomos distribuidos
en el espacio de manera ordenada, formando una red cristalina. Vamos a ver esto en ejemplos,
empezando por considerar casos unidimensionales. '

Redes unidimensionales

Una red cristalina unidimensional esta formada por un conjunto de atomos distribuidos de
manera periddica a lo largo de una direccidon (por lo general se habla de una red formada por
puntos—nodos que coinciden con las posiciones de equilibrio de los centros de los 4&tomos, que a
temperatura diferente de OK estan vibrando). Veamos tres ejemplos de redes unidimensionales.

X, ¥
5 ,
=
R
a) o o} O ® — o
1 2
ﬁ -
b.) @ o o O @ @
1 2
a

C-)+0Ho—gHHH
1

En los tres casos se obtiene toda la red infinita trasladando los atomos (o grupos de ellos)
a distancia |a| a lo largo dela recta de manera sucesiva. El vector @ se llama vector de
traslacion. Cuando trasladamos la red a vector a vamos a obtener la misma red (lo
mismo sucedera si trasladaremos la red a un vector igual al multiplo del vector a,es decir

na, neZ). El vector a se llama también vector base de la red. Este vector define una
celda elemental de la red. “El volumen” de la celda elemental es igual en este caso a

|i =a (lo vamos a denominar Q). Se ve claramente una diferencia notable entre la red

tipo a.) y las otras dos redes. En la red tipo a.) todos los atomos tienen posiciones
equivalentes en el espacio, mientras que en el caso de las redes b.) y ¢.) esto no ocurre.
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Se ve facil que en la red tipo b.) los vecinos mas cercanos del atomo 1 (oscuro) son
atomos de otro tipo (claros) y los vecinos méas cercanos del atomo 2 son atomos
“oscuros”. En el caso dela red tipo ¢.) el atomo 1 tiene su vecino mas cercano del lado
derecho, mientras que el atomo 2 del lado izquierdo. La red tipo a.) se llama red
primitiva, mientras que las redes tipo b.) y ¢.) redes no primitivas.

Redes bidimensionales

Vamos a pasar ahora para el caso bidimensional. Empezaremos con una red
primitiva, con la celda elemental en forma de paralelogramo.

Esto es una celda elemental (al trasladaria podemos reproducir
toda la red).

Los vectores a, y a, son vectores de traslacion de la red. Si la red infinita la trasladamos
a un vector que viene siendo una combinacién lineal de los vectores a, a, dada por la
expresion:

R =na, +n,a,, donde n,n,eZ ,

entonces también obtendremos la misma red. No sélo la celda I (definida por los vectores
a, a,) puede reproducir toda la red, hay una infinita cantidad de celdas que pueden

hacerlo, por ejemplo la celda II definida por los vectores a,, a,. Los volumenes de las
celdas I y Il son iguales:

Q, =aa,sen/(a,,a,)=ah ,

Q. =aja,sens(d,,a,)=a,h=0Q, .
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Las celdas I yII se llaman celdas elementales primitivas. Vamos a mostrar a continuacién

que contienen un sé6lo atomo:
/ 3 //

Este dtomo pertenece a 4 celdas, entonces 1/4 parte del dtomo
pertenece ala celda N° 1.

La celda 1 tiene 4 atomos en vértices que comparte (de manera similar como en el caso del atomo
que hemos sefialado) con sus celdas vecinas, entonces a la celda 1 le corresponde

1
42 atomo = latomo.

Todas las celdas primitivas (las que contienen un s6lo 4tomo) tienen el mismo volumen.
En la red que estamos considerando se puede escoger una celda elemental no primitiva,
ejemplo:

Esto es una celda elemental que puede reproducir toda la red, pero
no es primitiva ya que contiene 3 atomos.

Vamos a ver ahora que se obtiene, si en el centro de cada celda primitiva tipo I le
colocamos un atomo del mismo tipo que los que componen lared en consideracion:
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Al colocar un atomo adicional en el centro de cada paralelogramo hemos obtenido de
nuevo una red primitiva, con una celda elemental primitiva definida, por ejemplo, por los
vectores a,,a, del dibujo. Si en los centros de paralelogramos colocaremos 4tomos de otro tipo,

lared que se obtendra no sera primitiva:

a
(]1

La celda elemental contiene 2 atomos.

Consideremos una opcion mdas colocando un atomo adicional del mismo tipo en la
celda tipo I, pero ahora no en el centro del paralelogramo, sino en una posiciéon de menor
simetria, como lo muestra el dibujo:
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Esta celda elemental contiene 2 atomos.

Esta red no primitiva puede ser considerada como una superposicion de dos redes primitivas
iguales.
Vamos a considerar todavia dos ejemplos mas de redes bidimensionales:

red no primitiva red primitiva
Esta celda elemental Tenemos un atomo por
contiene 2 dtomos. celda elemental.

Al colocarle un atomo adicional (del mismo tipo) en el centro de cada hexagono transformamos
una red no primitiva (a la izquierda) en una red primitiva (a la derecha).

Redes tridimensionales

En el caso de una red tridimensional la celda elemental tiene forma de un
paralelepipedo definido por tres vectores de traslacion: a,,a,, a,.
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a,
/ El voluinen de esta celda esta dado por
/ la siguiente expresion:

/ Q. = (F,x @,)-7,.
/7 o §% Wy
U

‘.]l

Antes de continuar con el caso de tres dimensiones veamos los ejes de simetria de algunas figuras
planas:

a.) unrectangulo b.) un paralelogramo

' z 4

Tienen un eje de giro a 180°.

¢.) un cuadrado

j
Tiene un eje de giro a 90°. Esta figura compuesta de dos
cuadrados tiene un eje de giro
a 90°.
d.) triangulo equilsdtero
Tiene un eje de giro a 120°. Esta figura compuesta de

dos triangulos equilsiteros
tiene un eje de giro a 120°.
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e.) un hexagono

Tiene un eje de giro a 60°.

Vamos a ver ahora algunos ejes de simetria de varios paralelepipedos:

- -
a.) | b.) |
o c [~ b
-+ -+
b 4 a
a a
azb#c azb
-
c.) | / .
-] El cubo tiene en total 13 ejes de
i _’ silnetria, es decir, fuera de tres
ejes cuaternarios tiene todavia
__‘ ejes binarios y ternarios.
a

Consideremos con mas detalles el cubo. Veamos primero sus ejes binarios:
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Hay § = numero (zlc aristas ejes

binarios en un cubo.

Las diagonales del cubo representan ejes ternarios. Consideremos una diagonal. Dos
vértices del cubo se encuentran en ella y los otros 6 forman dos grupos de 3 vértices cada uno, de
tal manera que los vértices pertenecientes a cada grupo representan a su vez vértices de un
triangulo equilétero, colocado en un plano ortogonal a la diagonal y cuyo centro geométrico
coincide con el punto donde la diagonal corta el plano del triangulo.

El cubo tiene 4 ejes ternarios, es decir, tantos cuantas diagonales posee. En total el cubo tiene 13
ejes de simetria:
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6 ejes binarios

A
‘Y /-' 4 ejes ternarios

+ 3 ejes cuaternarios
13 ejes de simetria

®
-

Ahora, si enlugar de un cubo tenemos 8 puntos (atomos) colocados en sus vértices,
los ejes de simetria de este sistema de ocho puntos seran los mismos que para el caso de
un cubo. Si agregamos un punto mas, en el centro del cubo, la simetria del sistema no
cambia porque este punto se encuentra sobre todos los ejes (en el punto donde estos ejes
se cortan). También, si agregamos puntos en los centros de las caras del cubo (definido por
ocho puntos anteriores), la simetria de este nuevo sistema de 14 puntos serd la misma
que enel caso del sistema formado por 8 puntos colocados en los vértices del cubo. Vamos
a mostrar que para este sistema de 14 puntos existen ejes ternarios. Los seis puntos nuevos
formaran dos grupos de tres puntos cada uno, los cuales representan vértices de un tridngulo
equilatero, colocado como lo muestra el dibujo:

Colocando uno de los planos de los tridngulos sobre la hoja tenemos:
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Asi que los 6 puntos de los centros de las caras del cubo se agrupan en grupos de tres,
de tal manera, que cada grupo forma vértices de un triangulo equilatero (que se encuentra
en el plano definido por tres puntos de los vértices del cubo de manera sefialada en el
dibujo). Vemos entonces que un eje ternario del sistema compuesto por puntos colocados
en los vértices de un cubo se mantendra si a este sistema le agregamos puntos colocados

en los centros de las caras del cubo.

En el caso del eje cuaternario podemos observar que de los seis puntos en los
centros de las caras, dos se encuentran sobre el eje y los cuatro restantes representan vértices
de un cuadrado, cuyo plano es ortogonal al eje. Si proyectamos los 14 puntos que forman
el sistema en consideracién sobre un s6lo plano ortogonal al eje, entonces obtendremos el

dibujo de la derecha.

cara del cubo

El sistema de los 14 puntos posee también los 6 ejes binarios del cubo. Asi que, en los tres casos
descritos arriba y representados en el siguiente dibujo, tenemos los mismos 13 ejes de simetria,

los que posee un cubo:

10

» ¢« punto (itomo) del vértice del cubo

9 «——punto (atomo) del centro de una

N
+

©
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a.)

Sistemas cristalograficos

Vamos a pasar ahora a la clasificacion de los cristales (tridimensionales) en sistemas
cristalograficos. Existen varias clasificaciones, una de ellas se basa en la diferencia en la forma
geométrica de la celda unidad que posee la misma simetria puntual del cristal infinito. A
continuacién vamos a dibujar la celda elemental de cada uno de estos sistemas cristalograficos,

b.)

sefialando el eje de mayor simetria.

sistema cristalografico triclinico

a,Fa,¥a,

2(3,,3)#a(E,.3,)#a(E,,4)

sistema cristalografico monoclinico

a,£a,¥a,

sistema cristalografico ortorrombico

a,¥a,¥a,

"—'\-(an ,i:) k= A(i, :33) 5 4(52»53) =90°

-
re

-

Z(3a,,3,)#a(@,,3)=2(3.3,)=90"

sistema cristalografico tetragonal

-
W

a,=a,¥a,

£ (51 s iz) =& (al .53) = 4(52, 51) =90°

11
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sistema cristalografico ciibico sistema cristalografico trigonal

—
a “ _‘
:./
a
=
(]1
a=a,=a,=a a=a,=a,=a

2(@,3)=4([,,3)=2(3.3,)=90" 4@ E)=2(E,,3,)=4E,,4,)#£90°

sistema cristalografico hexagonal

il
)
;-.*3 a,=a,*a,
2.(4,,3,)=120"
2 (3d,,3,)=A(4,,3,)=90°
'_F_,..-o-""'_
-
@, M
Resumiendo, tenemos:

4(51752):‘112’ 4(51»53):“'13’ 4(52’53):‘123
sistema cristalografico los angulos entre los ejes vectores de traslacion
triclinico Q, # ayy # Ay a, #a, #a,
monoclinico Oy % Gy = Oy =90 a, #a, #a,
ortorrémbico a, =a, =a, =9%° a, #a, #a,
tetragonal @, =, = a,, =90° a =a,#a,

cubico @y, =y = tyy = 90° a, =a, =a,
trigonal Gy =y = Gy # 90" a, =a,=a,
hexagonal @, =120 a,, = a,, =90° a =a, #a,

12
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Vamos a describir ahora todas las redes primitivas tridimensionales. Al colocar los
atomos en los vértices del paralelepipedo que representa la celda unidad correspondiente a
cadauno de los siete sistemas cristalograficos obtenemos ya 7 redes primitivas.

La red es primitiva si posee una celda unidad primitiva. Esta celda en el caso
tridimensional (como lo fue en el caso bidimensional) puede ser escogida de tal manera que
posee los atomos sélo en los vértices:

Un atomo colocado en un vértice
del cubo pertenece a 8 celdas (4 de
las cuales tenemos en el dibujo), asi
que 1/8 parte de €l pertenece a una
celda. Ya que son 8 datomos en los
vértices del cubo, ellos contribuyen
con 1 atomo:

8% atomo = 14atomo.

Los atomos colocados en los vértices de un paralelepipedo de cualquier forma contribuyen con
1 atomo por celda.

El cientifico francés Bravais (la segunda mitad del siglo XIX) demostré que si
colocaremos adicionalmente atomos sobre las caras o en el centro de los paralelepipedos de
los sietes sistemas cristalograficos (de tal manera que el conjunto de todos los dtomos tenga
la misma simetria del paralelepipedo), obtenemos todavia otras 7 redes primitivas. Entonces
en total hay 14 redes primitivas. En este caso el paralelepipedo que representa la celda
unidad que posee todos los elementos de simetria puntual de lared va a contener mas de
un 4tomo, pero entonces hay otra celda unidad que si es primitiva y la red también es
primitiva.

Vamos a analizar ahora la posibilidad de colocarle los atomos fuera de los vértices
de la celda elemental, para todos los sistemas cristalograficos. Para el caso del sistema
triclinico hay sélo una red primitiva.

En el caso del sistema monoclinico podemos colocar los atomos de manera como lo
muestran los dibujos (en todos los casos el sistema de dtomos posee la misma simetria de la
celda elemental):

13
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Se puede mostrar ficilmente que enla red tipo c.) se encuentra una celda tipo a.), asi
que esta red es de tipo a.). También se puede mostrar que enlared de tipo d.) se puede
encontrar una celda tipo b.), asi que esta red es de tipo b.). Finalmente podemos concluir
que para el caso del sistema monoclinico tenemos dos redes primitivas, para las cuales el
arreglo de los dtomos dentro de la celda elemental que contiene todos los elementos de
simetria puntual de la red infinita se muestra en los dibujos a.) y b.). En el casode la red
tipo b.) la celda que contiene todos los elementos de simetria puntual de la red no es una
celda primitiva (contiene 2 atomos), pero existe otra celda que si es primitiva, s6lo que
esta celda no contiene todos los elementos de simetria puntual dela red.

De manera similar al caso anterior se puede colocar los dtomos dentro de la celda
elemental para el sistema ortorrombico y el sistema de atomos poseerd la misma simetria de la

celda elemental:
) c.)

b.

-
A V =

14
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/ - / plano en el cual se encuentra la base de la celda umdad

Ahora el caso c.) no es equivalente al caso a.) y tampoco d.)al caso b.), ya que posibles
celdas elementales en las redes tipoc.) yd.), que tendrian un arreglo atémico de los casos
a.) yb.), respectivamente, no tendrian el dngulo de 90° entre las aristas de la base.
Podemos concluir entonces que en el caso del sistema ortorrombico hay 4 redes primitivas
- con los arreglos atdmicos dentro de la celda elemental que contiene todos los elementos de
simetria puntual dela red como se muestra en el dibujo [ a.),b.),c.),d.)].

En el caso del sistema tetragonal, en lugar de un rectangulo en la base (que se tenia en
el caso del sistema ortorrombico), tenemos un cuadrado. Hay que partir de los mismos
arreglos atomicos a.), b.), c.), d.), como en el caso del sistema ortorrombico y es facil
mostrar que el caso c.) es equivalente al caso a.) y también el caso d.) al caso b.), lo que tiene
que ver con las caracteristicas de la base del paralelepipedo que representa la celda elemental
para el sistema tetragonal (la que contiene todos los elementos de simetria puntual de la red).

La base sombreada nos permite
transformar los casos c¢.) en a.)
¥y d.) en b.).

Concluyendo, podemos decir que en el caso del sistema tetragonal hay dos redes primitivas con
arreglos de atomos dentro de la celda elemental (que contiene todos los elementos de simetria
puntual de la red) como se muestra en los dibujos tipo a.) y b.).

Vamos a pasar para el caso del sistema cubico. Ahora se daran sélo casos a.), b.) y d.).
El caso c.) es imposible, ya que este arreglo de 10 atomos no posee 3 ejes del orden cuatro. El
caso d.) no serd ahora equivalente al caso b.), lo que se puede argumentar de la siguiente manera:

© ® FEl caso d.) podria pasar en el caso b.)
si en lugar de la celda con base I se
podria escoger celda con base IT, pero
esto no es posible, ya que esta celda no
tendria todas las aristas de la misma

® longitud a.
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Finalmente podemos concluir que en el caso del sistema cubico hay 3 redes primitivas con
arreglos de atomos dentro de la celda elemental (que contiene todos los elementos de simetria
puntual de la red) como se muestra en los dibujos tipo a.), b.), d.).

Tanto en la caso del sistema trigonal, como hexagonal hay sélo una red primitiva.

En realidad, por la red de Bravais se entiende una red de puntos (nodos) que pueden
coincidir con los centros de los atomos a temperatura OK (en este caso la red de Bravais coincide
con la red cristalina y es el caso considerado por nosotros), pero también se podria plantear un
caso mas general, donde los centros de los atomos estarian trasladados a cierto vector respecto a
los nodos de la red de Bravais.

CATORCE REDES PRIMITIVAS DE BRAVAIS

Y g O
sistema triclinico / sistema monﬁ:ico /
) s, W
/ =7 =

sistemna ortorrombico

sistema tetragonal

p

4
AN 4
7 b
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sistema cubico

sistema trigonal sistema hexagonal

Vamos a detenernos un poco sobre los casos de redes pertenecientes al sistema cubico -
red cuibica centrada en el cuerpo y red cubica centrada en las caras. Empecemos con 'la red
cubica centrada en el cuerpo.

Red cubica centrada en el cuerpo

a.) b.)

17
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Ya que lared cubica centrada en el cuerpo es una red primitiva, posee celdas elementales
primitivas, cuyos ejemplos (ejemplos de vectores que las definen) estdn dados en los dibujos
a.),b.),c.). Enlos tres casos, los vectores que definen posibles celdas primitivas involucran
los dos tipos de atomos - los de los vértices del cubo y los de los centros de cubos, lo
que por supuesto es necesario en el caso de una celda primitiva, ya que tiene que
reproducir toda la red. La mas practica de las opciones presentadas es la opcidén c.), por ser
la mds simétrica.

y
c.) %
z
a=-1ag +lay + la2
N A= lag -lag +la2
‘ a,= lax +la§ - laz

Vamos a calcular ahora el volumen de la celda elemental primitiva Qo y compararlo con el
volumen de la celda cubica.

X y ’ 1 1 1
Q, =(axa,)a,=[-ta Lla la.|-ak+—ay-—az|=
2 2 2
ia -—1a la

| PYORD FYIpen T b I 2 1 =
=|—-a’x+—-a’y+0z || -ax+—-ay——az [=—a +—-a =—a’,
2 2 2

La celda elemental primitiva posee un atomo mientras que la celda elemental cubica posee dos
atomos, asi que la relacion entre los volimenes de estas celdas es igual a la relacion entre los

nimeros de dtomos en ellas.
Vamos a mostrar ahora que todos los atomos en la red cubica centrada en el cuerpo tienen

posiciones equivalentes:

18
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Se ve que con los atomos que estan
e o I en los centros de los cubos marcados
,? -,? con color se puede construir otros
cubos (colocandose estos atomos en
los vértices de ellos) y los atomos que
" se encuentran en los vértices de

: cubos de color pasan a los centros de
* s B T —:- -’ nuevos cubos, lo que demuestra la
M equivalencia.

- -

G

Numero de coordinacion

Hemos mostrado que todos los dtomos en la red cubica centrada en el cuerpo
tienen posiciones equivalentes (esto es valido para todas las redes de Bravais), lo que
significa que la vecindad de cada atomo es la misma. Entonces cada atomo tiene la misma
cantidad de los vecinos mds cercanos y este nimero es caracteristico para una red
determinada y se llama nimero de coordinacion.

La red cubica centrada en el cuerpo
tiene el numero de coordinacion igual
&

as8.

Red cubica centrada en las caras

Vamos a considerar ahora la red cubica centrada en las caras.

19
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N>

5

>

#=1ax + Ja2
52: %aQ o %a?
-3'3: %a? + %a’z\

Los vectores a,,a,,a, del dibujo definen la celda elemental primitiva mds simétrica de la red

»

cubica centrada en las caras.

* oy oz 1 1
Q =(axa,)a,=[ta 0 la (§a§l+5ai):
1a fa 0

La celda elemental primitiva posee un atomo mientras que la celda elemental cubica posee
cuatro atomos, asi que la relacion entre los volumenes de estas celdas es igual a la relacion entre
los nimeros de atomos en ellas:

chbo

Vamos a mostrar ahora que los diferentes dtomos en la red cubica centrada en las caras
tienen posiciones equivalentes:
En el dibujo tenemos dos tipos
de cubos: unos sin color y otros

f con color. Los atomos @, que
A / 2 estan en los vértices de los
{ ‘/ primeros, se encuentran en los
oy centros de las bases de los otros,
O O mientras que los atomos @, que
O /y estan en los centros de las bases
/t /. de los prilneros, se encuentran
/ en los vértices de los otros. Los
./ ./ atomos @ se encuentran en los

centros de las caras de los dos
tipos de cubos.
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Los segundos cubos los hemos obtenido trasladando a los primeros en la direccion de una
diagonal de sus bases (en el plano horizontal). Al hacer un traslado similar en un plano vertical
(el cual coincide con una cara vertical del cubo) se obtendra el caso, en el cual los atomos que se
encuentran en los centros de las caras de los dos tipos de cubos ocuparan las posiciones de los
atomos de los vértices. De esta manera estamos demostrando la equivalencia entre las posiciones
en los vértices y en las caras del cubo.

Numero de coordinacion

Ya que todos los atomos en la red cubica centrada en las caras tienen posiciones
equivalentes, la vecindad de cada dtomo es la misma y entonces cada dtomo tiene la misma
cantidad de los vecinos mas cercanos. Consideremos la vecindad del atomo de una de las caras
del cubo (el &tomo mads oscuro en el dibujo):

Es facil ver que los tres tipos de atomos:
®. ® ., ® tienen la misma colocacion
respecto al atomo en consideracion @ ,
_ asi que el mimero de coordinacion para
la red cubica centrada en las caras es

® @ igual a 12.

Atomos considerados como esferas “duras”

Vamos a ocuparnos ahora del caso cuando los dtomos que forman el cristal pueden
ser considerados en buena aproximacion como esferas “duras” que estan en contacto entre
si. Estas esferas ocupan buena parte del volumen de una celda elemental (o del cristal).
Vamos a ver, que fraccién del volumen de la celda cibica ocupan los atomos en los tres
casos: red cubica simple, cibica centrada en el cuerpo y cubica centrada en las caras.
Empecemos con la red cubica simple. Dibujemos el plano de una de las caras del cubo
con el corte de los atomos que, siendo considerados como esferas macizas, estaran
representados por medio de circulos en este plano, como lo muestra el dibujo:
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Hay un atomo por celda cibica en la red cibica simple y su volumen es:

4 (a 3 T _3
— 1 — =—a",
3 (2 6

volumen que ocupan dtomos "duros"

entonces:

T
en la celda ciibica de la red cuibica simple ¢
volumen de la celda a’

Pasemos ahora para el caso de la red cubica centrada en el cuerpo. En este caso los
primeros vecinos del atomo que se encuentra en el centro del cubo son los atomos de los vértices
y con ellos estd en contacto este &tomo. El punto de contacto entre dos 4tomos se encuentra en un
plano diagonal:

plano diagonal con el corte de &tomos
considerados como esferas “duras”

| SRR S
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Vemos que las esferas que estdn en contacto entre si se encuentran en las direcciones
diagonales del cubo y los dtomos que estdn en los vértices tienen una distancia mayor que
2r (r-el radio del 4&tomo). En la celda cubica se encuentran dos atomos en el caso de la
red cubica centrada en el cuerpo, entonces:

volumen que ocupan atomos " duros"

3
en la celda cabica de la red cubica 5 4 . ﬁ
centrada en el cuerpo 34 B ﬁ PP
volumen de la celda a’ sk

Pasemos ahora para el caso de la red cubica centrada en las caras. En este caso los
atomos que se encuentran en la cara del cubo estan en contacto entre si (los primeros
vecinos) y por lo mismo vamos a considerar el plano de una cara del cubo.

plano de la cara delantera del cubo con el corte
de atomos considerados como esferas “duras”

En la celda cubica se encuentran cuatro atomos en el caso de la red cubica centrada en las caras,
entonces:

volumen que ocupan atomos "duros"

&
en la celda cibica delared cibica 4 (2
centrada en las caras 34 V2
. =/ Yo a074.
volumen de la celda a 6
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Estructuras compactas

A continuacion vamos a considerar estructuras compactas. Para esto es conveniente
analizar primero los modos de colocacion de esferas macizas del mismo radio, de tal manera que
el volumen intersticial sea el mas pequefio posible. El corte de la primera capa de las esferas se
ve como lo muestra el dibujo.

Cada esfera de esta capa esta
rodeada por seis esferas.

un hueco (a)  otro hueco (b)

La segunda capa de esferas estd colocada de manera sefialada en el siguiente dibujo.

centro de esfera de la primera capa

Tanto los centros de esferas de la primera,
como de la segunda capa definen redes
bidimensionales hexagonales primitivas.
La red hexagonal de la segunda capa esta
trasladada respecto ala red de la primera
capa a vector f.

centro de esfera de la segunda capa

Los centros de las esferas de la segunda capa se encuentran encima de los centros de los
huecos de tipo (a), sefialados en el dibujo anterior [las esferas de la segunda capa reposan en
los huecos tipo (a)]. Estos centros coinciden con los centros geométricos de los tridngulos
equilateros sefialados en el dibujo. Cada esfera de la segunda capa estd en contacto con tres
esferas de la capa anterior. La tercera capa puede ser colocada de dos maneras:
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a.) b.)

centro de esfera de la primeracapa centros de esferas de la primeray
\ \  delatercera capa

£ \
centro de esfera de la tercera capa centro de esfera de la segunda capa

Vamos a mostrar ahora que en el caso a.) tenemos que ver con la estructura cibica centrada en
las caras. Dibujemos una parte del dibujo a.) junto con la celda cubica de esta red:

cuarta capa

segunda capa

primera capa

Facilmente se ve que por el
centro de la esfera e pasa un
eje ternario.

Cuarta capa coincide con la primera.

Concluyendo, podemos decir que en el caso a.) se realiza la estructura cubica compacta, la que
conocemos ya como la red cibica centrada en las caras. Esto es una estructura tipo ABCABC....
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En el caso b.) tenemos que ver con la estructura hexagonal compacta que es de tipo
ABABAB... . Dibujando una parte del dibujo b.) junto con el prisma hexagonal, tenemos:

terceracapa —

— segunda capa —_____|

_ primera capa

\_\1

La tercera capa coincide con la primera capa.

La estructura hexagonal compacta no representa a una red de Bravais. Existen otras
estructuras compactas, pero las que serealizan de manera significativa en la naturaleza son
las dos que hemos considerado aqui. La tUnica estructura compacta que viene siendo una
red primitiva esla cubica centrada en las caras.

Estructura hexagonal compacta

Vamos a analizar ahora con mas detalles la estructura hexagonal compacta. El prisma
recto hexagonal que tenemos en el dibujo anterior posee todos los elementos de la simetria
puntual de esta estructura pero no representa al volumen mas pequefio que puede reproducir la
red completa (el eje de simetria de mayor orden para la estructura hexagonal compacta es el eje
ternario sefialado en el dibujo).

La celda elemental mas pequeiia de esta red

c no primitiva representa una tercera parte del
T prisma hexagonal y posee dos atomos.

Vamos a calcular ahora la relacion entre los parametros a y ¢ que describen la
celda unidad de esta red en el caso ideal (cuando los atomos estan considerados como esferas
macizas).
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+_ =+ =
F=TI +r,

vector de posicidn del centro
del atomo que esta ubicado en
el interior de la celda

Los 4tomos considerados como esferas “duras” en la estructura hexagonal compacta, los que
tienen niimeros 1,2,3 estan en contacto entre si. Estos 4tomos estdan en contacto con el atomo
# 4 y a su vez este atomo esta en contacto con los # 5,6,7. Por lo mismo, si la distancia entre los
centros de las esferas 1 y 2 es a, también lo es la distancia entre los centros de las esferas 1 y 4 6

2y4.

Coloquemos el plano de la base sobre la hoja:

ylb

-+ =
(8,+3,)

‘17_ -

la proyeccion del centro del dtomo
que se encuentra en el interior de
la celda

Finalmente tenemos:

S o
h=_c2
2
i w  a . S5
I'=I'_L+I'1I
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Ya que el mddulo del vector 1 es a (la distancia entre los centros de los atomos 1 y 4), entonces:

” a . R 1 5 & ) et 2 . c 8
|r|= —+—a"+—=a = —-a‘'+—=a = —=-—a = —=.=.
4 36 -4 3 4 4 3 a

En la estructura hexagonal compacta “ideal” la relacion entre los parametros ay c es 1.633,

E:\/§z1.633.
a 3

Vamos a enumerar ahora algunos elementos que cristalizan en esta estructura.

Algunos elementos que cristalizan en la estructura hexagonal compacta

elemento a[A] c[A] c/a
Be 227 3.59 1.58
Cd 2.98 5.62 1.89
a-Co 2:51 4.07 1.62
He (2K) 3.57 5.83 1.63
H (4K) 375 6.12 ; 1.63

Mg 3.21 521 1.62

En la tabla periddica (pag. 28) vemos que aproximadamente el 25% de los elementos cristalizan
en la estructura hexagonal compacta.

Vamos a calcular ahora la fraccion del volumen de la celda elemental mas pequeiia de la
estructura hexagonal compacta ocupado por los atomos que ella posee (considerados como
esferas “duras”). El volumen de la celada esta dado por:

a

Q, =(@x3,) & =

O N

A ‘/g 24 A _\/g 2 _\/5 § 3 3
-(cz)=[7a z]-(cz)—Ta c——2— 3a =22’

donde = \/ga s
3

volumen que ocupan atomos

N [—
"’lsl o

Finalmente:

"duros" en una celda elemental 4. {ay
delared hexagonal compacta 3" \2) Q n
volumen de la celda V22 6 :

Obtuvimos el mismo resultado que para el caso de la red cubica centrada en las caras (estructura
cubica compacta).
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Los elementos que cristalizan en las dos estructuras compactas son muchos - casi el 50%
del total.

Estructura del diamante

En la estructura del diamante cristalizan cuatro elementos (del grupo IV de la tabla
periddica): carbono, silicio, germanio, y estafio gris. Cada uno de ellos posee 2 electrones en la
subcapa s y 2 en la subcapa p, pertenecientes a su ultima capa ocupada (capa de valencia),
faltando cuatro electrones para completar la subcapa p y asi lograr el estado de la mayor
estabilidad. En el cristal de cada uno de estos elementos se logra esta estabilidad. Un atomo esta
rodeado entonces por cuatro atomos vecinos formando enlace quimico covalente. Los enlaces
quimicos se representa esquematicamente asi:

S |

14_,.
Si

32
Ge

SIISn

T

Cada atomo comparte cuatro electrones con sus primeros (4) vecinos. Cada uno de estos
vecinos comparte con el atomo en consideracion un electron y asi el atomo puede
completar los 4 electrones que le faltan para tener la maxima estabilidad. Los 4 vecinos se
encuentran en los vértices de un tetraedro regular, en cuyo centro se encuentra el atomo
en consideracion. El tetraedro regular es mas facil de dibujarlo si lo colocamos dentro de
un cubo:

._'-'-"’_FP'F’-
N ® 1" \\\Q/
'\\ | //
k!
R 8 \\

Este atomo se encuentra en El atomo que se encuentra
el centro del tetraedro, el cual en el centro del cubo forma
coincide con el centro del cubo. enlaces con sus 4 vecinos

ubicados en los vértices del
cubo, como lo muestra el

dibujo.
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Resulta que la red en la cual cristalizan los elementos como: C, Si, Ge, Sn se puede obtener de la
cubica centrada en las caras colocando atomos adicionales en el interior del cubo. El volumen
cubico que hemos dibujado no representa a una celda elemental de la red (observe que no tiene
atomos en todos sus vértices), pero facilmente lo ubicaremos dentro de la celda elemental cubica
de la red que forman los elementos del grupo IV - llamada red del diamante:

/ En el centro del cubo pequeiio que

representa una octava parte de la

@ ® celda elemental cubica se encuentra
un atomo marcado con ©. La celda
elemental se compone de ochos cubos
pequeiios, cuatros de los cuales poseen

;] €N su centro un atomo marcado con ©.
° /
/ |

@]

Las 4 diagonales del cubo (que representa
la celda elemental cibica de 1a red del dia-
mante) definen dos planos verticales, seiia-
@_’ lados en el dibujo. Sobre el plano (a) se en-
® cuentran dos atomos ©. Estos atomos es-
tan colocados sobre las diagonales, a la
distancia igual a 1/4 parte de sus longitu-
o des desde los vértices 1, 2 de la base infe-
v o] rior del cubo. De manera similar estan co-
T~ locados dos stomos en el plano (b), pero
b —\ ahora distanciado igualmente desde los
1 vértices 3, 4 de la base superior.

@

Por supuesto la naturaleza del enlace covalente requiere que la vecindad de cada atomo
en la red del diamante sea la misma. Esto se puede chequear trasladando la celda ctbica de la red
del diamante a lo largo de una de sus diagonales, a un segmento de longitud igual a 1/4 parte de
la longitud de la diagonal y de tal manera que el atomo que estaba en el vértice ocupe la posicion
del atomo sobre la diagonal. Entonces se vera que ahora los atomos, que anteriormente se
encontraban en el interior de la celda elemental, estaran en los vértices o centros de las caras del
cubo, mientras que los 4&tomos que estaban en los vértices pasaran a ocupar las posiciones sobre
las diagonales teniendo asi los mismos primeros vecinos (en cantidad y modo de ubicacion en el
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espacio) que los atomos de las diagonales del cubo. Concluyendo, podemos decir que es
precisamente el arreglo atomico que se da en el caso de la red del diamante que permite que
cada 4&tomo pueda encontrarse en el centro de un tetraedro, en cuyos vértices se encuentran sus
4 primeros vecinos, con los cuales el dtomo realiza su enlace covalente.

La red del diamante es una red no primitiva. Su celda elemental mas pequefia coincide
con la celda elemental primitiva de la red cubica centrada en las caras, pero en el caso de la red
del diamante esta celda posee 2 4tomos.

Es una celda trigonal
v posee 2 dtomos.

Sdlo este atomo de los que se
encuentran en el interior del cubo
pertenece ala celda elemental mas
pequeiia de la red del diamante.

La red no primitiva del diamante puede ser considerada como la red de Bravais cubica
centrada en las caras con una base de dos atomos (los sefialados en el dibujo de la derecha) y se
conoce con el nombre de estructura del diamante. Esto mismo, es decir, la idea de considerar una
red no primitiva como una red primitiva con base (compuesta por los 4tomos que se encuentran
en la celda elemental mas pequefia de la red en consideracion) es valido para toda red no
primitiva. Por ejemplo, la red hexagonal compacta puede ser considerada como la red hexagonal
de Bravais con la base compuesta por dos atomos y tiene por nombre estructura hexagonal
compacta.

Estructura de la blenda

Ahora, si en el ultimo dibujo los atomos claros son de un tipo y los dtomos oscuros de
otro tipo obtenemos la estructura de la blenda [estructura de sulfuro de zinc (ZnS)]. En
esta estructura cristalizan compuestos binarios (todos, en los cuales prevalece el enlace
covalente). Entre ellos se encuentran: AlAs, GaAs, InSb, MgTe, HgSe.

Vamos a hablar todavia de dos estructuras en las cuales cristalizan binarios, los cuales
realizan el enlace i6nico: la estructura del cloruro de sodio (NaCl) y la estructura del cloruro de
cesio (CsCl).
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Estructura del cloruro de sodio

® Na'

® a

0’ .’ ‘..
R

El CI" del centro estd rodeado por 6 iones del Na" y viceversa. Los iones Na' forman
una subred cubica centrada en las caras y los CI" también. La red del cloruro de sodio es no
primitiva. Su celda elemental mas pequefia es igual a la celda elemental primitiva de la red
cubica centrada en las caras, pero contiene 2 iones (un i6n positivo y un idén negativo, para poder
reproducir toda la red). La red del cloruro de sodio puede ser considerada como la red de Bravais
cubica centrada en las caras con la base compuesta por un i6n positivo y un idn negativo y tiene
entonces por nombre estructura del cloruro de sodio. La mayoria de los compuestos binarios que
realizan el enlace ionico cristaliza en esta red, entre ellos: NaCl, MgO, CaO, MgS, CaSe,... .

Estructura del cloruro de cesio

® Cs'
@® Cl'

Cadaion Cs' esta rodeado
por 8 iones Cl* y viceversa.

La red del cloruro de cesio es no primitiva. Su celda elemental més pequefia es la cubica
representada en el dibujo, con dos iones (un i6n positivo y un i6n negativo). Entre los binarios
que cristalizan en esta estructura se encuentran: CsCl y CsBr (en total no son muchos).
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Celda elemental de Wigner-Seitz

Para cada red primitiva (red de Bravais) se puede proponer una celda elemental primitiva
que tiene todos los elementos de simetria puntual de la red - esta celda tiene por nombre celda
de Wigner-Seitz.

En la construccion de esta celda participan los primeros vecinos de cierto nodo de la red,
pero pueden participar también los segundos vecinos e inclusive los siguientes. Esta celda se
construye de la siguiente manera: 1.) Escogemos un nodo de la red, el que va a estar en el centro
de la celda de Wigner—Seitz. 2.) Unimos este nodo con los primeros vecinos por medio de
segmentos y trazamos planos mediatrices a los segmentos. De esta manera se obtiene un cuerpo
tridimensional limitados por estos planos. 3.) Hacemos el mismo trabajo que en el punto 2.),
pero con los segundos vecinos. Si los nuevos planos reduciran el volumen de la regién definida
por los primeros planos, este nuevo volumen sera la celda de Wigner-Seitz, si por supuesto los
siguientes vecinos no logran limitar este volumen mas atn.

La celda de Wigner-Seitz contiene un s6lo atomo, el cual se encuentra en su centro
geométrico.

Como ejemplo vamos a dibujar la celda de Wigner-Seitz para una de las redes primitivas
pertenecientes al sistema cristalografico cubico - la red ctbica centrada en el cuerpo.

@ el atomo que esta en el centro
de la celda de Wigner-Seitz

@® primeros vecinos del atomo
central

© segundos vecinos del atomo
central

La celda de Wigner-Seitz para esta red tiene forma de un octaedro (definido por los 8 primeros
vecinos) truncado por los 6 segundos vecinos. Este octaedro truncado tiene 6 caras cuadradas a la

distancia a/2 del centro de la celda de Wigner-Seitz y 8 caras hexagonales a la distancia «/ga/ 4

del centro. Es facil ver (por el nimero y la forma de las caras del octaedro truncado) los 4 ejes
ternarios y los 3 ejes cuaternarios que posee la celda cubica de la red cubica centrada en el

cuerpo.
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RED RECIPROCA

Periodicidad del potencial cristalino

En la primera aproximaciéon vamos a considerar que los atomos en un cristal se
encuentran en sus posiciones de equilibrio, es decir, sus nicleos coinciden con los nodos de la
red. En esta aproximacion los puntos de posiciones T y (f + Eﬁ) son fisicamente equivalentes.

£

a a a a
ﬁ=n131+“z“~:+“3“3=

=My + Iy 2,23, + My Ay,

Ya que los puntos de posiciones T y (i" + 5,_,) son fisicamente equivalentes, el potencial
electrostatico producido por todas las cargas presentes en el cristal tiene el mismo valor en los

dos:
V(F)= V(i +3,) ,

es decir, es periddico. El potencial V(f), siendo una funcién periddica, puede ser desarrollado en
serie de Fourier respecto a cada una de las componentes del argumento T en los ejes §,,&,,8,, a
lo largo de los cuales se da la periodicidad:

V(f) = V(&nézags) = i i i Vi, expl:?n:i(l—'(él + LS, + ﬁj]
a

lj=—01y=—0l3=—00 1 az a3

V(E,,&,,E,) es periodico respecto a cada uno de sus argumentos €,,&,,E; con periodos a,,a,,a,,
respectivamente. 1,,1,,1; - son numeros enteros positivos, negativos o cero. Es facil de mostrar
que el potencial expresado asi es periodico. Ya que:
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r+a; = (gx +n]al)él +(§2 +nzaz)éz +(§3 +n3a3)é3 >

tenemos

Ms
[Ms

V(f+3, )=

S Vi exp[m[h(al ena) LE +n,)  LE +na, )H )

I a4 a, a;

-1,

Il

0 |y =-o

i i i \ exp[27i(ln, + 1,n, + L,n,)]- exp|i27t1[ 1(:‘ L& +ﬁﬂ =

a, a, a;

=3 3 3 Vi exp{Zm( b, LS +53—H=V(f),

lj=—w0l,=—w];=—0 l 2 a3
donde tuvimos en cuenta que:

l,n, +1,n, +1;n, =un numero entero = exp[21ti(l,n1 +Ln, + l3n3)]= 1

Vamos a pasar ahora a un sistema de referencia ortogonal.

" {Xlz £ +E,C05Q

X;=g,sene

(*) representa un sistema de ecuaciones lineales para &, y &,. Despejando primero &,
después &,, tenemos:

sen@ - & =X, —ctge- X,
£ _ cosQ &, = coseco-Xx,
‘ sen@
36

www.FreeLibros.me



Las expresiones para &, y &, podemos rescribirlas en forma mas general de la siguiente manera:

{F,l =a, X, +a,X, donde a, =1; a,=-ctgp

€,=a,x,+a,x, , donde a, =0; a,,=cosecp

En el caso de tres dimensiones, si los origenes de los sistemas de referencia no ortogonal y
ortogonal coinciden, tenemos:

€ =a;X, +a,X, +a,;X;
€, =a,X, +2a,X, +a,X, >

&3 =ayX; +2,X, +a;X;

donde los aj estdn determinados por los angulos entre los ejes &, y x, .
Vamos a sustituir ahora los & por los x, en la expresién del potencial V(T), entonces:

Vi)=Y 3 3V, explenia],

1, =0 I, =—00 |, =—oo

donde

], (allxl +a,,X, +a|3x3) + 12(a21x1 +a,X, +323x3)+ 13(a3lxl +a,Xx, + a33x3)

a, a, a;

la l,a l.a la La La
1l2+222+332 ll3+223+333

a, a, as a; a, a; a, a, as

la L.a l.a
]]l+22|+331

Haciendo las abreviaciones:

la l.a l.a
Ill+221+33l

a, a, a;

la l,a l.a
b, = 2m 122 282 | 53w
a, a, a;

b, =2% la, +lzaz3 +13a33
3
& 3, a,

obtenemos

V(?) = i i i,vl,lzl3 exp[i(blxl +b,X, +byX; )] .

], =—ool,=—ol;=—o0
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Ahora, en lugar de sumar por los nimeros enteros 1,1,,1; vamos a sumar por los pardmetros
discretos b,,b,,b,, determinados por los lx segin (**). A continuaciéon sera conveniente

considerar a los b; (i=1,2,3) como coordenadas de cierto vector b en el sistema de referencia
ortogonal. De esta manera:

bx, +b,X, +b,x; =b-T
y entonces

V(E)= 33T Voo, explilbyx, +b,x, +b,x, )= 3 V; explib 7
b

b, b, b;

Las componentes del vector b estdn dadas por (**), sin embargo es conveniente determinar la
expresion de este vector de nuevo, partiendo de la condiciéon de periodicidad del potencial
cristalino, lo que conduce a la siguiente conclusion:

V(r+a, )= ZVBexp[iB (F+a, )]: ZVBexp[iB : ?]- explib- iﬁ]: V()
’ ’ =5 expiB-éﬁ]zl 5
V(F)= ZVBexp[if)-'r']

b

es decir, para que el potencial sea periddico, tiene que cumplirse la igualdad:

expiEvéﬁJ:I :

Entonces, el potencial V(T) puede ser expresado en funcién de ondas planas exp(iB . f), las que
son periddicas con la periodicidad de la red:

explib - (F +4, )Jz exp(iB . f)~ exp(iB . ﬁﬁ): exp(iB : f) = explib-(f+3, )J: exp(i‘B . f)

Veamos ahora, cuales son las consecuencias de la periodicidad de estas ondas:
exp ib-z'iﬁlzl = b-a_, = numeroentero-2n, paratodos losn,
es decir:

b-a. =b-(na+n,a, +n,3,)=n, (5-5,)+ n2(5-52)+ n3(5-53) = nimero entero - 27,

para todos los posibles conjuntos de n,,n,,n; € Z .
La ultima condicion se cumple sélo en el caso cuando:
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: donde g, 2, 23€ Z . £

Lozl - U<
o) !

N

|

N

a

oQ

N

(***) representa tres ecuaciones escalares para tres incognitas: b,,b,,b, (coordenadas del vector

b en el sistema ortogonal). Para resolver (***) de manera mas cémoda vamos a expresar b como
una combinacidn lineal de tres vectores no colineales, definidos de la siguiente manera:

T Pl N a,xa, ,
es decir
b=of(a,xa,)+p(E,xa,)+y(a,xa,) .

El problema de resolver el sistema (***) se reduce asi a la tarea de determinar los coeficientes
o, B, y. Para esto introducimos la ultima expresion del vector b en (***) y se obtiene:

B'—a.l =B(52X53)~51 =2n-g, BQ, =2n-g,
b-a, =v(axa,)-a, =2n-g, - Q, =2n-g,
b-a, = o xd,) a, = 21-g, 0Q, =21 g,

ya que

(51)‘5'2)' a; = (52’(53)'31 = (53’(51)' a,=Q

Finalmente hemos llegado a la expresion de los coeficientes o, f3,7y:

o=2n2 ; [3:21ci : y:ZEi
QO QO QO

y el vector b tiene entonces la siguiente expresion:

b=g,2n (@xd,) , g2m @) , g,2m 8,4,) g b, +g,b, +g;b, ,
0 0 QO
donde
Bx =2n@£}_) . 62 zzn@:_:’x@ , 53 =21'CM T (Fere)
Q, Q, Q,
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Es decir, al definir los vectores B, ,b 2,53 en la forma dada por (****) obtuvimos el vector b

expresado como una combinacion lineal de ellos con coeficientes g,,g,,g, que son nimeros

enteros. Los vectores b son entonces discretos y esto ya lo supimos antes. Esta caracteristica los
hace parecidos a los vectores que van de un nodo a cualquier otro de la red cristalina (la red
directa):

=n,a, +n,a, +n,a, , n,n,n € Z ,

6 :glb1+g2b2 +g3b3 > £,8,-83 € Z

Resulta que es conveniente introducir una red definida por los vectores 5, ,b . ,b ;. Los nodos de
esta red seran definidos por todos losvposibles vectores Bg. Esta red tiene por nombre red
reciproca y por supuesto los vectores Bl ,52 ,53 son sus vectores de traslacion (o generadores de
la red). De la expresién de los b,,b,,b, [(****)] vemos que estdn definidos por los vectores

generadores de la red directa 3,,a,,a,. Los b,,b,,b, definen la celda elemental de la red

reciproca:

El volumen de esta celda esta
dado por:

Vz(KIXFz)'B’s .

-

2
—
bl

Concluyendo, podemos decir que las ondas planas, [exp(iBg -T)], en las cuales se puede

desarrollar el potencial cristalino periddico, estan definidas por los vectores b ¢ que son discretos
y definen nodos de cierta red (la red reciproca). La naturaleza de la red reciproca es tal que las
ondas planas [exp(il*)g -T) ] pueden tener la periodicidad de la red directa:

exp(if)g (T+a;)= exp(if)g -¥)
lo que garantiza la periodicidad del potencial cristalino V(7). Se ve facilmente que:
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a -b =a-2m 2n
QO

5.5, =3 -20(8%) g
QO

y en forma generalizada:
= 0, ara 1#k
bty - f P s

2w, para i=k

Vamos a usar esta propiedad de los vectores a, y Bk para calcular el volumen de la celda
elemental de la red reciproca. Para realizar este calculo usaremos también la siguiente identidad:

(AxB)-(CxD) =(A-C)(B-D)—(A-D)B-C)

(a,xa,)

Ya que 53 :2159—, tenemos:

Y= (BIXBZ)'E3 E g(glxgz)'(ﬁlxaz) = é_jz[(gl 'alxgz '52)_ (Bl '52X52 -51)]= (ZQL)} ,

o o

donde en el ultimo paso hemos usado las relaciones (*****). Finalmente obtuvimos:

YV (legz)' _‘3 = (21t)3

o

Vemos que el volumen de la celda elemental de la red reciproca es igual al inverso del volumen
de la celda elemental de la red directa multiplicado por el factor (21t)3 4

Ejemplos de redes reciprocas

Vamos a considerar ahora algunos ejemplos:
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Sistema cristalografico triclinico

Las dos celdas son friclinicas.

Cada vector b, est4 en la direccion ortogonal al plano definido por dos de los vectores a,,3,,a,
- generadores de la red directa. Las dimensiones de las celdas (de la red directa y de la red
reciproca) no son comparables ya que la unidad de los a, es el cm y de los b, el cm™. Vamos a
considerar todavia dos redes del sistema cristalografico cubico.

a.) Red cubica simple

= Q.
= A,x3
3 a b,= 2n| 3;‘) 1|: ZTﬂ
T 0
iy = 2%‘ 1 _ o [ Bx8) _ og
3 a: J_ b3_ 2n Qo =R
b,

La celda elemental de la red reciproca de la red directa cubica simple tiene la forma cubica. Asi
que la red reciproca de la red cubica simple es también cubica simple. El volumen de la celda
elemental de esta red reciproca esta dado por:

@ _ (2n)’
a’ Q

o

V=b,b, b, =
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b.) Red ciibica centrada en las caras

u‘?

4

ol
"

0l
w

Il I
e o
= =

e M
+ +
b= pI—
] =
- N

I
(S
o
o>
+
o=
=

ND

a,xa x ¥z 2 2 2
a,xa 2n T, 2. 2m,
b, =2r2—= —d4 78 O|=—Rf=—9+—%
Q, +a 0 i a a
0 73 7a
. X vy z
= a;xa, 2m T 2, 2x, 2%,
b, =2=n =— -a saj=—X+—§y——2
Q 1a® S a a a
o 4 1 1
a 0 -a
o X y z
- a,xa, 2m |, . 2, 2x, 2xn.
3 = =m—ied 0 8=—=—A+—§t—i
Q, +a’ | . a a a
73 73 0

Vemos facilmente que:

y ademas:
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es decir, la celda elemental de esta red reciproca tiene la forma trigonal. Si ahora comparamos las
expresiones de los vectores b,,b,,b, con las expresiones de a,,a,,a, que hemos propuesto para

T = 1 A 1 A | Q. - | A _l A l X
la red cubica centrada en el -cuerpo (a =—saX+5ay+5az;, a,=jax-—;ay+3;az;
a, =jak+iay— %ai), vemos que tienen el mismo caracter (sélo difieren en la numeracion). Asi

que la celda elemental de esta red reciproca coincide en su forma con la celda elemental trigonal
de la red directa cubica centrada en el cuerpo y por lo mismo la red reciproca de la red cibica
centrada en las caras viene siendo cubica centrada en el cuerpo ( y viceversa).

En el sistemna de referencia colocado asi, los
5 — 5 . 3

vectores b, , b, , b, del dibujo se expresan

como lo hemos encontrado:

/

N

™~ R —2Re 2o 2R3
\ b, b= SFX -5 + 2
b, b,= 2E% + 28§ - 2%9

En este dibujo hemos colocado la celda elemental trigonal y la celda elemental cibica de la red
reciproca cubica centrada en el cuerpo. Los vectores Bi van de un nodo que se encuentra en un

vértice del cubo (por ejemplo el que hemos seleccionado en el dibujo) hacia a tres nodos que se
encuentran en los centros de los cubos adyacentes al cubo del dibujo, los que tienen el vértice
seleccionado como comun.
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RED DIRECTA Y RED RECIPROCA

Indices de Miller

Imaginemos ahora planos que pasan en un cristal por centros de los atomos cuando estos
coinciden con los nodos de la red. A continuacion dibujaremos algunos de ellos para la red cubica
simple:

z ¥ A
a.) b.)
a a
a3 a3 .
- —
‘«1: ‘JI:
& ~ = ’ ’—’
a, y a, y
1 1
X X
Y A
c.)
3
a3 '
?2
S - - )—.’
A, y
X

Vamos a introducir ahora el concepto de indices de Miller, los cuales especifican la orientacién
de un plano cristalino de una manera muy 1til (lo que se vera a continuacion).
Los indices de Miller (hkl) los vamos a definir de la siguiente manera:

1.) Encontremos los vectores de posicién de los puntos (%,%,,T,), en los cuales uno de los

planos de la familia de planos paralelos entre si corta los ejes cristalograficos (definidos
por los vectores de traslacion a,,a,,a, ) en los nodos de la red:
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R _ed . . .
I,=5,a, , donde s,,s,,5;¢Z.
o ot

37 538

En nuestro ejemplo: s,=3, s,=4, 5;=2

2.) Ahora vamos a tomar los valores inversos de los nimeros s,,s,,s, y vamos a reducirlos a
los tres enteros mas pequefios proporcionales a estos inversos:

i:i:—l—:h:kzl .

S, S, S,

El resultado, el cual se coloca dentro de un paréntesis, (hkl), representa los indices de
Miller que identifican a una familia de planos cristalinos paralelos entre si.

Usemos esta receta para el caso del ultimo dibujo [e.)]:

2.1

S, 8

=4:3:6=h:k:l

9

W | =
K|

X,
Sl‘

N | =

es decir, los indice de Miller del plano representado en el dibujo e.) son (436).
Ahora vamos a los casos de los dibujos a.), b.), ¢.) y d.):

l:%:—l—zl:I:O = (hkl)=(110)

(e ]

a.) %:—l-:i:no:o = (hkl)=(100) , b.)

)
.
N’
|
p— | —

:%:1:1:1 = (hkl)=(111) , d) %:%:%:1:15 = (hk)=(11T) .
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Para el caso d.) es conveniente hacer
un dibujo adicional que nos indique el
punto (nodo) donde el plano corta el
eje definido por el vector de traslacion
a;.

= —
13: "1 .(-‘3

De la definicién de los indice de Miller se ve facilmente que:

(hk1)=(hkl).

z
(hkl)=(hkl)
% Estos dos planos son
I paralelos entre si.
(hkl)=(111) » (hkl)=(111)
) a a, ¥

Como ya hemos dicho, los indices de Miller definen no sélo un plano sino una familia de planos
paralelos entre si.

El conjunto de planos fisicamente equivalentes, por ejemplo, los planos correspondientes
a las caras de la celda cibica en la red cibica simple del siguiente dibujo: (100), (010), (001), los
representamos asi: {100}.
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(001)
7
4
010
/( )
.5 {(100), (010), (001)} = {100}
’ ,__'_.__*
a y
\
X (100)

Vamos a identificar ahora una direccion determinada en un cristal. Esta direccion puede
ser identificada por las tres componentes del vector a; - el mds pequefio en esta direccion:

una direccién

—
‘_lev:-tr:m‘musvzla ) = 3_5’1 +0 _‘—‘*2 3 ;]»3
~ R s
h ~ 543 ‘(]i‘l = 1"]1 * (., az ¥ .l'l]}
A y

-
ra

Para determinar las componentes del vector a ., podemos tomar un vector R que va de un nodo
a otro de la red (a lo largo de la direccién determinada), por ejemplo, en el dltimo dibujo

proponemos:
R =33, + 04, + 34,

y como el siguiente paso tomaremos los numeros enteros que multiplican a los vectores de
traslacion en la expresion del vector R y haremos la reduccion a los tres enteros mds pequerios,

proporcionales a ellos:
3:0:3=1:0:1 .
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De esta manera se obtiene las componentes del vector a_

- el mas pequeno en la direccion del
vector R (y en la direccidn de la recta):

a; =1a,+0a,+1a, .

La direccidn determinada (la de nuestro ejemplo) se sefiala asi: [101].

Las direcciones fisicamente equivalentes se sefiala con el simbolo: <uvw>, por ejemplo,
en el caso de la red cubica simple tenemos:

Zs

s
(=
2,

a

{[100]. [010], [001]} = <100>
ﬁ:
a, [010] ¥
[100]
X

La aplicacion de los indices de Miller

Vamos a describir ahora algunas de las propiedades del cristal con ayuda de los indices de
Miller.

I.)

—i
]
W

ol

gl

r
I

.\.
v

Py |

]

b—
!
(¥~

Los dos planos del dibujo
son paralelos entre si.

. »
—
5 £
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Los puntos dados por los vectores 1,T,, T, definen uno de los planos de nuestro dibujo. Sus
indices de Miller son:

h:k:l= % =1:3:3 .

]
<

p—t |

El otro plano del dibujo corta los ejes cristalograficos en los puntos dados por:

. .. a
I =la, =—

h

a
= = 2
{f, =ta,=—=
2 3 "2

k
q'—l—. _ 3
5= =T

I_ml

Vemos que el plano (hkl), que corta los ejes cristalograficos en los puntos dados por —, —kz—,
de planos

==t
2
1

-

resulta ser el mas cercano al plano (hkl) que pasa por el origen (de toda la famili
(hkl)). Esto es una propiedad general que puede ser demostrada facilmente.

II.) Vamos a mostrar ahora que el vector Bhk, es perpendicular al plano (hkl). Para la
demostracion, de todos los planos de la familia (hkl), vamos a tomar el que corta los

: : ; a a
ejes cristalogréficos en los puntos dados por — —13— .

L By
h’k’
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Los vectores no colineales (51—2—%) y (%—%j se encuentran sobre el plano (hkl) en

consideracién. Basta mostrar que b,,, 1 (% —%) y by, L [1—2 —%) para poder decir que b,

es ortogonal a la familia de planos (hkl). Para esto realizaremos los siguientes productos
escalares:

= a. a " - =-\(a, a
bhk,(f—f‘):(hbl+kb2+lb3)~[—kl—i)=2n—2n=0 .

- 4.~ a - — - Bi-g
L (f—fj = (hbl +kb, +lb3)-(f—T3j =2n-2n=0

De esta manera hemos demostrado que el vector Bhk, es ortogonal a la familia de planos (hkl).

Consideremos todavia el caso de un vector que viene siendo un multiplo del vector b, .

_ﬁé:ni)'hkl
i R ﬁ«: _.+ i;+ b
bhkl (ﬁ’_ ;{3) g glbl 2,0, + 250,
®or - ey S
N l)hkl:]lbl+l(l)2+lb3
(53
@kp 'k h

Es facil ver que cuando
g :8:8=h:k:1,

es decir
b _8_5&_,cz7 "
h k
entonces
bg =nb,,

y este vector b ; también es ortogonal al plano (hkl).
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Concluyendo, podemos decir que a los planos (hkl) en la red directa le corresponden
direcciones definidas por el vector Bhkl en la red reciproca. Ademas, el vector Bhk, permite
definir el vector unitario normal a los planos (hkl):

III) Con ayuda del vector n,, podemos calcular la distancia, d,,, entre dos planos
consecutivos (hkl).

&
&
s /A el plano (hkl) mds cercano al
/A= T hk/ plano que pasa por el origen
P - —, *
X 5 5
: ;]*2  Sda
£ 3

\ el plano (hkl) que pasa por el origen

Para obtener la distancia d,, entre los planos (hkl) basta proyectar, por ejemplo, % sobre la

direccién normal a los planos (como lo hemos hecho en el dibujo), es decir :

a . _& (hb,+kb,+1b,) 2x

h h by by

&

Dos planos consecutivos de la familia de planos (hkl) estan a distancia igual al inverso del
médulo del vector b,,, multiplicado por el factor 27.
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Vamos a aplicar ahora la expresion que obtuvimos para d,, en un caso concreto, por

ejemplo, de la red cubica simple:

z
2] - a |
100)
/( 5 _—0 21:,\
“ D=0 =FX
A, .
/ 4. =28 1% g
7 i
100 [
<N
5'“ a,
no| £
17-3 R
=_Ina a - X
1= a : X

Consideremos todavia la familia de planos ortogonales a la diagonal del cubo que representa la
celda elemental de la red directa. Esta diagonal esté sefialada en el siguiente dibujo:

zT
F a
g . P . F _2Me WMy, 2N
b, =by+ b+ by = X+ F¥+ JL
a y X
_\af2EP _ 2:;
«’/1 b= 3T) a\@
A1
b, /
TTrA—1Y)
/ b, a, X
by
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El vector b,,, estd en la direccién de la diagonal en consideracion, la cual es ortogonal a la

familia de planos (111). La distancia entre los planos del dibujo es igual a 1/3 parte de la longitud
de la diagonal del cubo:

- =l\/§a =£a :
3 3

Ahora vamos a calcularla seguin la férmula deducida en la parte IIL.):

o 2m 3

by 273 3
a

dm =

Vemos que este resultado coincide con el anterior, el cual obtuvimos de consideraciones
geométricas.
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DIFRACCION DE RAYOS X

Formulas de difraccion de Laue

Vamos a considerar ahora la dispersion de rayos X (o de neutrones) por los dtomos de un
cristal. Consideremos primero la dispersion por dos atomos separados a la distancia igual a |5m| :

siendo
am =m,a, +m,a, +m,a, , donde m,m, my,e Z.
A d.
.-*A__.. “"4 )“" " : ,""l.l" " =7 = &
direccion del rayo - \ dll eccion del rayo
incidente e/ o dispersado

El rayo X se dispersa en cada uno de los atomos de la red y en cada uno en todas las direcciones.
Ocurre la interferencia de las ondas. Para que se dé el caso de la interferencia constructiva tiene
que cumplirse lo siguiente:

AO + OB = un numero entero- A ,

donde (AO + OB) - representa la diferencia de longitudes de los caminos 6pticos de los rayos i e
i , mientras que A es la longitud de onda de rayos X. Entonces:

AO+OB=-a_-fi+a_-nh =a_ -(ﬁ' —f)= un niimero entero- A
y esto tiene que ocurrir para todos los atomos del cristal. Continuando, tenemos:

a, -(n —n)= (m,3, +m,3, +m,)- (ﬁ' _ﬁ):

=m,a, -(ﬁ —ﬁ)+ m,a, -(ﬁ —ﬁ)+ m,a, -(ﬁ —ﬁ)= un numero entero- A ,
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o en la forma:

=

a, (A -n)

= un numero entero .

>
>

éi1'( ;n):gr
<52-(A';ﬁ)=g2 . donde g,.g,,28,€Z .
a, ( ;n):g3

Reorganizando las tres ecuaciones y multiplicdndolas por 21, obtenemos:

5 [2mh_2mA)
1 }\' }\’ gl
2mn 2mh
ja,: | ——-———|=2r ‘ *
2 x 7\. £ (*)
o [2mh2mh )
3 x )\' g3
, 2mn 2mA . ..
Aqui vemos que el vector T cumple con las mismas condiciones de un vector de la

red reciproca Bg = g,f), +g2f)2 +g3‘53 , las cuales son:

a -b, =2ng,, a, b, =2ng,, ?13-l~)g=21cg3 .

Asi que
2m _2m _ ¢
A A ¢
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A

. 2nmn - ~
y reconociendo que BN =k, donde k es el vector de onda, tenemos:

&

Ikl =K1

T

Esto significa que no hay intercambio de
energia en el proceso de dispersion.

i

La diferencia de vectores de onda de rayos: incidente y dispersado (en una dispersion elastica),
tiene que ser igual a un vector de la red reciproca b, para que ocurra la interferencia

constructiva. Las ecuaciones (*) tienen por nombre ecuaciones de Laue y representan las
condiciones necesarias para que se dé la interferencia constructiva. Por supuesto (**) es
equivalente a (¥).

Construccion de Ewald y la formula de difraccion de Wulf-Bragg

Ya que k =k, tenemos :
g

k2= (5, +Kf <B4k 26, K=k = E-GBEHEJ:o. (***)

La condicién (***) es equivalente a (*) y (**). Vamos a representarla graficamente:

- b Ya que el vector ( K+ %ﬁé) se encuentra
- sobre la bisectriz de 1a base de un triingulo
= isosceles (k =k ) y el vector ﬁg define esta
(K+ %BE) > 20z base, los dos vectores son ortogonales v se

cumple («x+).

Ubiquemos este dibujo dentro de la red reciproca (para simplificar bidimensional) de tal manera
que el punto final del vector k coincida con un nodo de la red:
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Esta construccion tiene por nombre
construccion de Ewald.

>

. . . 2t . . .
Desde el punto I trazamos una circunferencia con el radio igual a k = o si la circunferencia

pasa por algun otro nodo de la red reciproca, el vector que va desde I a este nodo es el vector k'
correspondiente a la onda que va en la direccion en la cual se da la interferencia constructiva. De
esta manera se puede determinar graficamente las direcciones en las cuales se producird la
interferencia constructiva. En el caso tridimensional en lugar de la bisectriz tenemos un plano

(ortogonal al vector b ¢ )- Este plano es uno de los planos de la red directa con los indice de Miller

(hkl) y el vector b ¢ €s un multiplo del vector b, es decir:

Bg =nb,, v b, =nby,, , donde neZ.

La distancia entre planos vecinos de la familia de los planos (hkl) esta dada por:

2n  2mn
Uy = e
bhkl bg
Ahora, del tridngulo AIO se ve que
b,
—£ —ksen® = —senb ,
2
pero
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entonces

2
i BT Esene =  2d,sen@=nA .

2d,, A

La ultima ecuacion representa a la formula de Wulf-Bragg.
Es fécil de encontrar la interpretacion para la férmula de Wulf-Bragg. Hagamos ahora un
dibujo apropiado dentro de la red directa:

.

Los dngulos que forman los vectores
i y ' con el plano (hkl) son iguales
(0), 1o que se ve en la construccion
de Ewald.

[ LS/

En este dibujo se puede ver que la dispersion de los rayos X por los atomos del cristal en la
direccidn en la cual se da la interferencia constructiva se puede describir como una reflexion en
espejo de cierta familia de planos cristalinos (hkl). La diferencia de longitudes de caminos
opticos de rayos reflejados de dos planos vecinos, igual a 2d,,,senf, tiene que ser el multiplo

entero de la longitud de onda:
2d,,,senb =nA .

Esta condicidn es equivalente a las ecuaciones de Laue y describe la interferencia constructiva de
rayos X con los parametros que se visualiza dentro de la red directa, mientras que las ecuaciones
de Laue estdn vinculadas directamente a la red reciproca.

En la deduccién de las ecuaciones de Laue o de la ecuacion de Wulf-Bragg hemos
considerado a los d&tomos como centros puntuales ubicados en los nodos de la red que dispersan a
los rayos X. En realidad los rayos X estan dispersados por la carga electronica de los atomos, la
cual estd distribuida en cierto volumen. Para tomar esto en cuenta vamos a introducir un
parametro que tiene por nombre factor de estructura atomico f.
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Factor de estructura atomico

Refresquemos primero algunos elementos de la descripcion cudntica de los fendmenos de
choques entre particulas elementales o dispersion de rayos X por un sistema microscopico.
Supongamos que un rayo esta dispersado por un centro puntual, por ejemplo un electrén, que

produce el potencial V(T).

’

K.
I

-

¢ ——un centro puntual que produce potencial
V() (en este caso electron)

A la funcién de onda que describe el rayo incidente llamemos
(pi("r') = exp(if( . f) R

mientras que la expresion asintética de la que describe el rayo dispersado en la direccién fi es:

V. (F)= A(ﬁ') , (se considera el caso de |lE| = ‘f(' =k)

donde la amplitud de dispersion A(ﬁ' ) , en cierta aproximacion, viene expresada por:

A(ﬁ'):constjexp(—il?-F)V(f')exp(i -?')d3f' :

Alf') determina en su totalidad a v, (7).
Vamos a ver ahora como dispersa un sistema de dos electrones (cargas puntuales) al haz

de rayos X.
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A ,7)= constJ.exp(— ik’ - f')V(f" )exp(i : ?)d"?

R_C
b

VN

b 4

A, 0)= constjexp(— ik - f')V(f')exp(i : f')d3f'

Ya que

=1
Il
=]
+
=t
e

tenemos

A_.[@)= constjexpl— ik -(F+T )JV(?" Jexplik - (F + 7" )jd3f" =

—e,T

= expli(lz - E) chonstjexp(— ik - F")V('r'" )exp(ilz : f")d3 T s

En la ultima linea podemos reconocer:

constjexp(—— ik -f")V(f" )exp(i -f")d3”" =A ()

y entonces obtenemos finalmente:

AL 0)=ewllk-Kk) | A @) -

La ultima expresion muestra como se expresa la amplitud de dispersion por un electrén que tiene
la posicidn T respecto al electrén que se encuentra en el origen en funcién de su amplitud de
dispersion. Vamos a rescribir esta expresion en una forma mds practica:
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Ao

| we | a-i-8

Q§
i 0
i El eje z esta definido por el vector S.
Ahora tenemos
K-k =225 = 2 (o )=205

entonces

A ()= Ao Jexlife - K

=~
N——
=1
et
|
>
o
=]
P
>
LU
[¢]
>
5]
N
e
)
a
a1t
i
. S

En el ultimo dibujo vemos que

T-S=rScos® = 2rsenfcos? ,
ya que S = 2senf, entonces
21

Z2F.S= ﬂrsen()cosf} =0 ,
A A

y finalmente
A—e,? (A ‘) = A—e,O(A ')exp(ld)) ’

donde la diferencia de fases @ estd dada por:

D = 4% rsenfcosV
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Vamos a regresar ahora a nuestro sistema, es decir, un atomo compuesto por Z electrones.
Este sistema representa una carga electronica distribuida en cierto volumen (el volumen del
4tomo) con cierta densidad de carga. Vamos a denominar con p(T) la densidad de electrones,

entonces en un volumen infinitesimal dt se encuentra p(f)dt electrones que representan una
carga igual a [ - ep(F)dt ]

Ahz

La carga en el volumen dt es: [-ep(¥)dt].

—u

'~"\ dt

e

La carga infinitesimal [—ep(F)dt] produce potencial electrostatico dV(f"), el cual dispersa la
onda incidente. La amplitud de dispersioén por la carga [— ep(f)dt] sera proporcional a ella, ya
que el potencial que determina la amplitud de dispersion es proporcional a la carga, asi que:

dA . (ﬁ' ) o [-ep(F)dt] .

Ae ,0 (ﬁj)

X En la posicion del micleo hemos colocado
l1a carga puntual (-e).
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La amplitud de dispersion dAp‘?(ﬁ') difiere de A—e,O(ﬁ') por dos factores: p(F)dt y exp(i®).

Entonces:
dA,(3')= A, (3 p(F)dr expli)

y la amplitud de dispersion por todos los electrones del &tomo esté dada por:

A,6)=A_ (68 ) p(F)expliv)dr

donde @ = %rsene cos9 yel angulo 9 esta definido en el dibujo.

v=Xx(S,F)=x( 1), yaquez|S.

%ib

En el caso de la simetria esférica tenemos:

p(F) = plr)

y entonces

A, (A ' ) =A_, (ﬁ' )I p(r)exp(i 4—; rsend cos 9) dt =

-

A, (ﬁ' )Td(pi dST p(r)expliarcos 9)r’sen9 dr,
0 0 0

donde pasando a la segunda linea hemos expresado dt en coordenadas esféricas:
dt =r’senddrd 9d¢

y se propuso la siguiente abreviacion dentro de la funcién exponencial:

4—nsene =a .
A
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Integrando por @ y 3 se obtiene:

Id(p Iexp(lar cos 9 sen9d9 = 2n exp(larx) dx 2—“ [exp(iar) —exp(—iar)] = iTEsen(ar) >
iar ar

-1

donde integrando por 9 se hizo el cambio de variable: cos3 = x . Finalmente tenemos:
~) 4 Y
A6)= " a8 ole) senar)ar
0

Vamos a definir ahora el factor de estructura atémico f como cociente de la amplitud de
dispersion por todos los electrones del atomo y de la amplitud de dispersion por un electrén
colocado en el centro del atomo (para una determinada direccion de dispersion):

= Ip(r) rsen(ar) dr , a= %sen@ N
0

Es interesante chequear todavia que pasa con el factor de estructura atdémico cuando el haz de
rayos X es paralelo al plano cristalino (9 = O). Ya que en el caso limite 6 - 0 (donde a — 0)
tenemos:

sen(ar) 1
ar b

entonces

2 sen(ar)

Masi Ip(r) rsen(ar) dr = 47 Ip(r dr — 4n '[ p(r)r’dr ,  cuando 6 -0 .
a g ;

Si ahora aplicaremos la substitucion:

4n = 2jid(pi["sen\‘}df} :
0 0

tendremos
2n n o
f > Id(p IsenSdS Ip(r)rzdr = Ip(r)dt =Z , cuando 6 >0 ,
0 0 0

es decir, factor de estructura atdbmico tiende al nimero de electrones en el atomo cuando® — 0.
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Hasta ahora hemos introducido las expresiones que describen la interferencia constructiva
de los rayos X considerando la dispersion en atomos iguales de una red primitiva. Ahora vamos a
analizar el caso cuando una red no primitiva tiene p atomos por celda elemental. Los vectores de
posicién de los p atomos son:

r,=u,a, +v_a,+w_a,, (m=1,2,3,....p) :

. Esta red no primitiva bidimen-
sional puede ser considerada
como una red de Bravais con
base compuesta de dos atomos
con posiciones dadas por los
vectores ;=0 y 1.

Vemos también que una red no primitiva puede ser considerada como una superposicion de p
subredes primitivas (en el caso del dibujo p=2). Ya que todas las subredes son iguales, para cada
una de ellas la interferencia constructiva esta descrita por las mismas condiciones de Laue:

a-(A-A)=g)r, i=1,23.

Factor de estructura

Analicemos ahora las condiciones en las cuales ocurre la interferencia constructiva debido a
la dispersiéon de los rayos X por atomos pertenecientes a diferentes subredes. Para esto
consideremos primero como se expresa la amplitud de dispersion por el atomo base “m”
colocado en la posicién 1, en funcién de la amplitud de dispersién por el mismo atomo pero
colocado en el origen.

’

fi
7

-~ by

i

A
kY

-~

&
>

|

=z>
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Al (ﬁ'):A'" (A exp[(k k) T ] A:’.O(ﬁ')exp(iQm) , donde ®_ = —%F_ -S

La dispersion en la direccién n° torresponde a la reflexion en espejo de planos (hkl) ortogonales
al vector S. Sabemos que el vector Bhk, es ortogonal a la familia de planos (hkl) [este vector

puede ser paralelo o antiparalelo al vector S, lo que depende de la orientacion (el sentido) de los
ejes cristalograficos a lo largo de los cuales tomamos los vectores generadores de la red

a,,a,,a,]. Vamos a proponer tal sentido de los @,,a,,a, que b,, sea paralelo a S=fA-#'.
Entonces de las condiciones de Laue y del hecho de que todos los vectores Eg ortogonales al

plano (hkl) tienen la forma b g = nb,,, , donde n e Z , tenemos:

=2n(nhu_ +nkv_+nlw,_) ,
donde, en el ultimo paso hemos reconocido que:
(A-A)-a=nhA, (A-A)&,=nkk, (A-A)a& =nlA .
A continuacién, para el caso de los @ _ sera adoptado un convenio distinto al propuesto
anteriormente:

nh=h, nk=k, nl=1 ,

lo que implica en la practica que los planos serdn sefialados por los indices h,k,1 dados por los
numeros enteros mas pequefios (como hasta ahora) y ademas apareceran sus multiplos, ejemplo:

(100), (200), (300),.....seran buenos segin estos convenios.

De esta manera la amplitud de dispersion A7, (n (‘ ) se expresa por A7 ( ) en la siguiente forma:
Ap, ()= Ago (8 )expli2n(hu,, + kv, +1w,,)]

y la amplitud de dispersion por el sistema de p atomos base estd dada por:

Ap(“')zi :r ( ) 23 ( )explzn(hu +kv  +1lw )]

m=]
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Ap(ﬁ') - representa la amplitud de dispersion sobre todas las p subredes en el maximo de
interferencia (hkl). Vamos a introducir ahora un nuevo parametro - factor de estructura F(hkl)
definido como cociente de Ap(ﬁ') y de la amplitud de dispersion en un electron en la misma

direccién n':

| N R _
) = Az ez, + kv, 1w, ) -

~

.'3

_iLO((—'))exp i2n(hu_ +kv,_ +lw )]

P
Zf exp[121t hu_ +kv_ +lw )] ’
entonces

P
= z f, e:xp[i21c(hum +kv, + lwm)]

m=1

Si todos los atomos en el cristal son iguales, tenemos:

P
=f expli2n(hu,, +kv, +lw )]=f-S ,
m=1

donde

p
S=Y expli2n(hu,, +kv, +lw, )|

m=1

S tiene por nombre factor de estructura geométrico.
Vamos al ejemplo de la red cubica centrada en el cuerpo. Esta red es por supuesto una red
primitiva, sin embargo serd mds comodo proponer como generadores de la red vectores

a, La, La,,los que definen la celda elemental ctibica con dos dtomos base (0,0,0) y (£,1,1) :
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—
"y

En este caso tenemos:

2
S=Y expli2n(hu, +kv,, +1w, )]=1+explin(h +k +1)] ,

m=1

0, si(h+k+1) esimpar
2, si(h+k+1) espar

Entonces en el caso de la red cubica centrada en el cuerpo no se va a observar los maximos de
interferencia (100), (111), (210), (300),..... . Para entender esto veamos lo siguiente:

Los planos (hkl) tienen que ver con la red cubica definida por los vectores a,,a,,a,, asi que el
plano que pasa por el atomo que se encuentra en el centro del cubo no esté representado por (hkl),
precisamente la reflexién de este plano destruye la reflexiéon de los (hkl). Ahora, ;cual es la
diferencia entre la reflexion (100) y (300)?. En el caso de (100) la diferencia de longitudes de
caminos Opticos de los rayos reflejados de dos planos (100) consecutivos es 1A, mientras que en
el caso (300) esta diferencia es 3\ y se da en realidad de los mismos planos.
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